Seminar für das Lehramt an Gymnasien und Gesamtschulen Bonn

Tel: 0228 9694 3216, Fax: 0228 9694 3218, Wegelerstr. 1, 53115 Bonn,

seminar-gyge-bon1@sts.nrw.de und http://www.studienseminare.nrw.de/ge-gym/BN/
Fachseminar Mathe Intensivphase II
Datum: 01.07.2011
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Thema der Unterrichtseinheit: Beweise mithilfe von Vektoren
Thema der Unterrichtsstunde: Der Satz von Varignon – Entdecken und beweisen des Parallelogramms als Mittenviereck in einem „beliebigen“ Viereck
Zentrales Stundenziel: Die Schülerinnen entdecken und beweisen in Gruppen mithilfe von Vektoren, dass die Seitenmitten eines „beliebigen“ Vierecks die Eckpunkte eines Parallelogramms sind (Satz von Varignon).
Teillernziele:

Die Schülerinnen (im Folgenden S)…

Inhaltsbezogene Kompetenzen:
… analysieren und behandeln ein geometrisches Problem mit algebraischen Methoden, indem sie versuchen das Parallelogramm im „beliebigen“ Viereck mithilfe von Vektoren zu beweisen (AFB II-III).
… üben das Rechnen mit Vektoren, indem sie das „beliebige“ Viereck und das Parallelogramm mit Vektoren darstellen bzw. identifizieren (AFB II).

…erkennen Unterschiede zwischen ebenen und räumlichen geometrischen Figuren, indem sie Vierecke in der Ebene und im Raum modellieren (AFB I-II).
Prozessbezogene Kompetenzen:
... üben die Strategie des mathematischen Beweisens, indem sie den Satz von Varignon in mehreren Arbeitsschritten (Zeichnung, Voraussetzung, Behauptung, Beweis) beweisen (AFB II-III).
…fördern ihre Kommunikations- und Kooperationsfähigkeit, indem sie gemeinsam in Gruppen Ergebnisse erarbeiten und sich über Vorgehensweisen austauschen (AFB II-III).

…wenden Regeln und Prinzipien an und übertragen diese, indem sie ihr Wissen zu Vektoren und geometrischen Figuren auf das Mittenviereck übertragen und versuchen den Satz von Varignon zu beweisen (AFB II-III).

…üben ihre Präsentationsfähigkeit, indem sie ihre Beweisidee in Gruppen auf Plakaten darstellen und den anderen Gruppen präsentieren (AFB I-II).

	Thema der Stunde:
	Der Satz von Varignon – Entdecken und beweisen des Parallelogramms als Mittenviereck in einem „beliebigen“ Viereck

	Zentrales Stundenziel:
	Die Schülerinnen entdecken und beweisen in Gruppen mithilfe von Vektoren, dass die Seitenmitten eines „beliebigen“ Vierecks die Eckpunkte eines Parallelogramms sind.

	Phase
	Inhalt/ Fachmethode
	Sozial-/ Arbeitsform 
	Medium
	Zusätzlicher Kommentar

	Einstieg


	· Die L berichtet kurz von dem Mathematiker Varignon und definiert ein Viereck

· Die S modellieren mit Bändern verschiedene Vierecke (in der Ebene und im Raum); sie erkennen Gemeinsamkeiten / Unterschiede eines ebenen und nichtebenen Vierecks
· Die S modellieren das Mittenviereck und entdecken und formulieren den Satz von Varignon
	L-Vortrag

UG, Plenum


Modellierung durch 4 S
	Smartboard
(/Folie)

Band, Gummiband
	Motivation und Schaffen von Vorstellungsvermögen: Mithilfe des Modells veranschaulichen die S ebene und nichtebene Vierecke (Gemeinsamkeiten / Unterschiede), um das für die Erarbeitung notwendige Vorstellungsvermögen zu schaffen. Ggf. erfolgt die Abgrenzung des Vierecks zu Körpern. Sie modellieren das Mittenviereck in einem „beliebigen“ Viereck und formulieren selbstständig den Satz von Varignon (Zieltransparenz)

	Vorbereitung
	Die L erklärt den Arbeitsauftrag und die Aufgaben der einzelnen Gruppenmitglieder
	L-Vortrag
	ABs,

Tippkarten
	Vorgehensweise klären, Zeitvorgaben geben

	Erarbeitung 
	· Die S erarbeiten in Gruppen den Beweis des Satzes von Varignon; bei Bedarf nutzen die Gruppen Tippkarten zu den einzelnen Beweisschritte
· Jede Gruppe bereitet ihre Ergebnisse soweit möglich auf Easyflips vor
	GA
	ABs, 
Tippkarten,
Easyflips,

Eddings
	Stundenschwerpunkt: Erarbeitung des Beweises nach bekannter Vorgehensweise in Gruppen; leistungsstärkere S unterstützen leistungsschwächere S (Kooperation und Kommunikation).

Binnendifferenzierung: 

- bei „Problemen“ / Ideenmangel stehen jeder Gruppe Tippkarten zur Verfügung, die bei einzelnen Beweisschritten weiterhelfen
- Gruppen, die frühzeitig fertig sind, erhalten die Aufgabe, den Beweis für nichtebene Vierecke zu überprüfen

	Präsentation
/ Sicherung
	Mind. eine Gruppe präsentiert ihre Ergebnisse aus; andere Gruppen ergänzen und korrigieren ggf.
	Präsentation
	Easyflips
	Die S präsentieren die Ergebnisse der vorherigen Erarbeitung und ergänzen sie ggf., um diese zu sichern und zu kontrollieren. 


	Vertiefung
	Übertragung des Beweises für nichtebene Vierecke im Raum
	UG; ggf. Präsentation vorbereiteter Folien
	
	Die S überlegen gemeinsam, wie /ob ihr Beweis für ein Viereck im Raum gelten kann (Stundenschwerpunkt). Evtl. haben Gruppen dieses bereits zuvor erarbeitet. 

	Vertiefung / didaktische Reserve
	Die S sammeln Ideen für einen geometrischen Beweis (falls nicht schon zuvor erfolgt)
	UG
	Buch S. 56 Nr. 2
	(did. Reserve) Mithilfe einer zuvor bearbeiteten Aufgabe sammeln die S Ideen für alternative Beweise

	HA: 
	S. 56 Nr. 1 oder S. 57 Nr. 4 (Üben weiterer Beweise mit anderen Beweisideen bei Parallelogrammen) oder Finden einer weiteren Beweisidee anhand S. 56 Nr. 3 (Geometrischer Beweis)


Einstiegsfolie
Pierre de Varignon




- * 1654 in Caen;
† 23.12.1722 in Paris

- französischer Wissenschaftler, Mathematiker und Physiker

- 1676: Geistlicher; studierte am Jesuiten-Kolleg in Caen bis 1682 Theologie und Philosophie

- 1686: nach Paris um Mathematik zu studieren
- Nov. 1686: Mitglied der Abteilung für Geometrie der königlichen Akademie der Wissenschaften

- 1699: erster Titel von König Ludwig XIV

- 1704: Professor für Mathematik

- 1710-1712: Unterdirektor der königlichen Akademie

- 1712-1719: Direktor der königlichen Akademie

- befasste sich neben Mathematik auch mit theoretischer Mechanik und Dynamik

- 1710: Varignon findet das nach ihm benannte Theorem: „Satz von Varignon“

Definition: 
Viereck (veraltet auch Geviert oder Tetragon)

Unter einem Viereck verstehen wir einen geschlossenen Streckenzug aus vier Strecken und vier Eckpunkten, bei dem keine drei Eckpunkte auf einer Geraden liegen.
Satz von Varignon (1731 (??))
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Verbindet man die Mittelpunkte der Seiten 

eines beliebigen Vierecks, so entsteht ……??????
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Möglicher Beweis:

1. [image: image10.emf]Voraussetzungen:

2. Behauptung / zu zeigen ist (z.B.):

3. Beweis:

Möglicher Beweis:

1. Voraussetzungen:

- A, B, C, D, sind die Ecken des Vierecks


- a, b, c, d sind die Ortsvektoren der Punkte A, B, C, D

- M1 ist die Mitte der Seite AB , M2 ist die Mitte der Seite BC, M3 die 

Mitte der Seite CD, M4 die Mitte der Seite AD

2. Behauptung / zu zeigen ist (z.B.):


M1M2= M4M3
3. Beweis:


M1M2 = 0,5 (b – a) + 0,5 (c – b) = 0,5 (c – a)


M4M3 = 0,5 (d – a) + 0,5 (c – d) = 0,5 (c – a)

Beweis mit den Methoden der Vektorrechnung

	...[image: image2.png]


...
	Man führt die Seitenvektoren A, B, C und D ein. 

Es gilt A+B+C+D=0.


	...[image: image3.png]


...
	Die vier Seitenvektoren werden durch die Summe der halb so langen Vektoren ersetzt. 
Dann gilt: 

X1= (1/2)A+(1/2)B,                      X2=(1/2)B+(1/2)C, 

X3=(1/2)C+(1/2)D,                       X4=(1/2)D+(1/2)A 


Weiter ist X1+X3 = (1/2)A+(1/2)B+(1/2)C+(1/2)D =(1/2)(A+B+C+D) = 0  


und X2+X4 = (1/2)B+(1/2)C+(1/2)D+(1/2)A = (1/2)(A+B+C+D) = 0.

Aus X1+X3 = 0 folgt X1 = -X3 und aus X2+X4 = 0 folgt X2 = -X4.

	
	


Damit sind die Seiten des Mittenvierecks paarweise parallel. Das Mittenviereck ist ein Parallelogramm, wzbw..

Beweisidee:

Voraussetzung:
[image: image4.png]AF = EB, BF = FC,C

GD,DH=HA




Behauptung:

Das Viereck EFGH ist ein Parallelogramm.

Beweis:
1. Betrachte das Dreieck ABC. Nimmt man B als Streckzentrum einer zentrischen Streckung, werden A auf E und C auf F mit Streckfaktor ½ abgebildet. Nach den Abbildungseigenschaften der zentrischen Streckung – Bildgerade und Urgerade sind parallel – folgt AC || EF.

2. Ebenso zeigt man, dass AC || GH, BD || FG, und BD|| HE.

3. Die Parallelität ist transitiv, d.h. aus EF || AC || GH folgt, dass EF || GH ist, und aus FG || BD || HE folgt, dass FG || HE ist.

Die gegenüber liegenden Seiten des Vierecks EFGH sind parallel, was der Definition eines Parallelogramms entspricht.

Satz von Varignon

Verbindet man die Mittelpunkte der Seiten eines „beliebigen“ Vierecks, 

so entsteht….







. 
(Pierre Varignon, 1731)

Aufgabe 1) (GA)
a) Verteilt zunächst die Verantwortung in eurer Gruppe! Wer ist wofür zuständig?
b) Versucht mit euren Kenntnissen über das Rechnen mit Vektoren den Satz von Varignon für ein Viereck in der Ebene zu beweisen. Geht dabei wie gewohnt vor:

i) Fertigt eine geeignete Zeichnung an.

ii) Welche Voraussetzungen sind euch bekannt?

iii) Welche konkreten Aussagen müsst ihr zeigen / beweisen?

iv) Versucht aus euren Voraussetzungen die Behauptung herzuleiten!

c) Haltet eure Ergebnisse so auf dem Plakat fest, dass ihr sie den anderen Gruppen präsentieren und erklären könnt!

(Bei Unsicherheiten oder Ideenmangel freuen sich die Tippkarten über ihren Einsatz!)

***Aufgabe:
Überprüft euren Beweis für das Mittenviereck in der Ebene! Was müsst ihr ändern, wenn dieser auch für Vierecke im Raum gelten soll? 

TIPP zur Voraussetzung
A, B, C, D bezeichnen die Ecken des „beliebigen“ Vierecks, und a, b, c, d die Ortsvektoren dieser Punkte. M1 ist die Mitte der Seite AB, M2 die Mitte der Seite BC, usw. 
TIPP zur Behauptung 1
Ein Parallelogramm ist ein Viereck, dessen gegenüberliegende Seiten jeweils zueinander parallel sind. Was bedeutet das für die Vektoren, die die Seiten darstellen?
TIPP zur Behauptung 2

Zwei Vektoren sind parallel zueinander, wenn sie linear abhängig sind. Wie erkennt man, ob sie in die gleiche oder in entgegengesetzte Richtungen zeigen? Wann sind sie gleich lang?
TIPP zum Beweis 1
A, B, C, D sind die Ecken des „beliebigen“ Vierecks. Wie könnt ihr die Seiten des Mittenvierecks mithilfe der Ortsvektoren a, b, c, d beschreiben?

TIPP zum Beweis 2
Für eine Seite des Mittenvierecks gilt:

[image: image5.wmf]M1M2= 0,5 (b-a) + 0,5 (c-b) = 0,5 (c-a)
…

TIPP zur Voraussetzung
A, B, C, D bezeichnen die Ecken des „beliebigen“ Vierecks, und a, b, c, d die Ortsvektoren dieser Punkte. M1 ist die Mitte der Seite AB, M2 die Mitte der Seite BC, usw. 

TIPP zur Behauptung 1
Ein Parallelogramm ist ein Viereck, bei dem zwei der gegenüberliegenden Seiten parallel zueinander und gleich lang sind! Was bedeutet das für die Vektoren, die die Seiten beschreiben?

TIPP zur Behauptung 2

Zwei Vektoren sind parallel zueinander, wenn sie linear abhängig sind. Wie erkennt man, ob sie in die gleiche oder in entgegengesetzte Richtungen zeigen? Wann sind sie gleich lang?

TIPP zum Beweis 1
A, B, C, D sind die Ecken des „beliebigen“ Vierecks. Wie könnt ihr die Seiten des Mittenvierecks mithilfe der Ortsvektoren a, b, c, d beschreiben?

TIPP zum Beweis 2
Für eine Seite des Mittenvierecks gilt:
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…
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